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Ementa

@ Informacdes
@ Informacdes Gerais
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Normas

Notas de Aula n3o substituem em hipétese alguma os livros texto;

@ Uso de celular ou outro meio semelhante sera proibido durante as
avaliacGes;
@ Tempo de durac3o das avaliacdes sera de 1:40 minutos;

@ N3o sera permitido a utilizacdo de formularios.

@ Permite-se a utilizacdo de calculadora.

N3o sera fornecido formulario nas avaliacées, visto que as equacdes devem ser deduzidas
tal qual em sala de aula. As equa¢&es ndo demonstradas sdo empiricas.
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Programa do Curso - Avaliacdo 01

@ Fluidos e a hipétese do continuo

o Estatica dos fluidos

Principios de conservacido e equacées do movimento

Similaridade dinamica
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Programa do Curso - Avaliacdo 02

@ Escoamento inviscido
o Escoamento interno
o Escoamento externo

o Escoamento compressivel
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Avaliac3o Final

Aos moldes da Avaliagdo 01 e 02, sendo obrigatéria apenas aos discentes

com média menor do que 7,0.

Avaliacido Repositiva* e Final conterdo todo o contetido do curso.

* Avaliagdo Repositiva dar-se-4 apenas aqueles discentes que apresentarem atestado médico comprobatério
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Ementa

© Breve Revisio
e Calculo Vetorial
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Breve Revisio - Calculo Vetorial

e Forcas de Superficie

Delta de Kronecker

Produto Interno
Produto Vetorial
Operador V

Derivada Substancial

@ Teorema de Gauss e Stokes

@ Superficies
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Forcas de Superficie

Area de superficie possui magnitude e orientacdo, portanto deve ser tratada
como um vetor. A orientacdo da superficie & convenientemente
especificada pela direcdo de um vetor unitario normal a superficie. Se dA é
a magnitude de um elemento da supericie e n é o vetor normal a
superficie, ent3o a area de superficie pode ser representada como:

dA =ndA
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Delta de Kronecker

Sendo e,, e, e e5 base de vetores ortonormais, ou seja, ortogonais de

norma unitaria no espaco euclidiano respeitando-se as seguintes
propriedades:

e,.e; =1 e,.e; =0 e,.e3 =0
ey.e; =0 ey.e, =1 es.es =0
esz.e; =0 eg.e; =0 eg.e; =1

e;.ej = 0jj (Delta de Kronecker)
€;.€j = 1, se /:j
e;.ej =0 sei#j
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Produto Interno

O produto interno de dois vetores u e v é definido como o escalar

U.V =v.U = U1Vv] + UVvo + Uzvz = E ujVvj

Fica claro que u.v = ||ul|.||v||cosf, sendo u e v as normas eulerianas dos
vetores e f o dngulo entre eles. O produto interno é portanto a magnitude
daquele vetor multiplicado pela componente deste na direcdo do primeiro.

Claramente, o produto interno w . v é igual a soma dos termos da diagonal
do tensor u; . v;.

lul| = (w.u)®

(r2).62) = [ F(2)etz)az

z

Notacdo utilizada para associacio matricial - Finite Element Method ¥ CEFETRRS
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Calculo Vetorial
Produto Vetorial

O produto vetorial entre os vetores u e v € definido como vetor w cuja
magnitude é:
[[w]l.[[v][send

com direc3o resultante perpendicular ao plano de u e v.

Claramente, uxv = —w xu e os vetores unitarios obedecem a regra da
m3o direita, tal qual a* x a® = a3.
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o]
Operador V

Operador vetorial de Hamilton, também descrito por nabla, esta
representado nos diferentes tipos de sistemas de coordenadas:

d a 0 <~ 0
V—emax‘i‘eyay‘i‘ezaz—;a)qei

~T"or %00 T TFoz

0 n 10 n 1 9
er— t+eg—— te,———
"or O 00 ¥ rsenf) Op
O gradiente de um escalar é um vetor, orientado no sentido em que a variacio da
funcdo f &€ maxima

\Y

vV =
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SICYCII GV Calculo Vetorial

Operador V

O gradiente de velocidades tera nove elementos como mostra:

Ov  Ovx
Ox dy
dvy, Ovy
2% dy
Ovz  Ovg
ox dy

Avx
0z
Ovy 8Vi
il s
Ovg J
0z

A acdo do operador gradiente sobre uma func3o f resulta em uma
grandeza de ordem mais elevada, como mostra:

f

gradf

escalar (tensor de ordem zero)

vetor (tensor de ordem unitéaria )

vetor (tensor de ordem unitéria)

R. Sobral

Mecéanica dos Fluidos

matriz (tensor de ordem dois)
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Operador V.

O operador divergente reduz a ordem de um tensor sobre o qual atua.
Assim, o divergente de um vetor é um escalar, de um tensor de segunda
ordem & um tensor de primeira ordem. Sendo os vetores v e q:

Ovx  0Ov, Ov,

. o, (o0. 9. 0 ; .
dive = e —&—a—y—i— 5y —Ea)(i = (axz—i—ay_]—l—azk>.(vxz+vyg+vzk)

1 aq@ aqz

divg = 2o, () + 255 T 5,
divq = = — (r2q ) + — (ggsend) + 99,
29 " rsenf 00 rsenf ¢

P/
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SICYCII GV Calculo Vetorial

Derivada Substancial

Esse operador, quando aplicado a uma propriedade de uma particula de
fluido em movimento, com velocidade v, fornece como resultado a derivada
total em relacdo ao tempo da propriedade daquela particula em movimento.
Consideremos a componente v, da velocidade da particula de fluido.
Temos que vx = vi(t, x(t), y(t),z(t)). A derivada total de v, em relagdo
ao tempo é dada por:

Dvx_%+6vxﬁx+8vxay+%%
Dt 9t Ox Ot Oy ot 0Oz Ot

Observando que dx/dt, dy/dt e dz/dt sdo as componentes de velocidade
Vx, Vy € V7, a equagdo pode ser escrita:

DVX_%-FV%-FV%-I-V% %—i-v radyv.
Dt ar  ox " Way TV%h, T g TUEEM

F CEFET/RJ
.4
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Derivada Substancial

Logo tem-se para derivada substancial:

2 = g—i—v rad | v.
Dt~ \ ot &

Para notacdo de indices ou tensorial cartesiana:

Dv,  Ovy Ovy Ovy vy  Ovy 0
_ Z Vjai

Dt = 9t T T 206 T an = Bt
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Derivada Substancial

Omitindo-se o sinal de somatério devido sua redundancia, tem-se:

DVX_8VX+Va 8—|—v8
Dt ot ox; ! 0x;

Finalmente o operador substancial & definido como:

D 0 + ad

e —_— V.g8r.

Dt ot &
Em notac3o tensorial cartesiana:

D 0 0

Dt~ ot Yoy
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Teorema de Gauss

Seja V' um volume limitado por uma superficie fechada A. Considere um
elemento de superficie infinitesimal dA, sendo n vetor normal unitario
exterior. O vector ndA de magnitude dA e direcdo n pode ser escrito
como dA. Para Q(x) campo escalar, vetorial ou tensorial de qualquer
ordem, tem-se:

ndA=dA
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Teorema de Gauss

/anV:/dA;Q
v Ox; A

Q sendo vetor, o teorema fica:

/ aQ"dvz/dA,-Q,-
1% Ox; A

denominado de Teorema da Divergéncia de Gauss, em notac3o vetorial:

/‘/V.QdV:/AdA.Q
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Teorema de Gauss

Considerado-se o limite para volume infinitesimal e generalizando o campo
derivativo Q tem-se:

o1
DQ = lim / dA,Q
v=o V A
Tal propriedade abrange gradiente, divergente e rotacional de escalares,
vetores e tensores Q:

1
vQ = lim — A.
div@ Jim V/Ad Q

1
rotQ = \I/im V/AdAxQ

—0

-
E CEFET/RJ

R. Sobral Mecénica dos Fluidos rodolfo.sobral@cefet-rj.br 23 / 68



Rotacional

rotv = Vxv

i k
rotv = det % a% %
Ve vy Vg
@ Coordenas Cartesianas
ov, 0v,] . ovy, Ovy| . vy,  Ovg
- - e — — k
[8)/ 82}1—1—[82 8X} |:3X 8y}
@ Coordenas Cilindricas
_EOVZ_%_ N 'Bv,_avz' N 12( )_lavr'
o0 9z | 9z ar [0 [rar T v an | ¢
@ Coordenas Esféricas
[10v, Ovp] et [Ov, Ov,] e+ (10 () 10v,] .
- - 8 r - —a_ Vi - - z
Lr 89 32 ] _32 8r ] 0 LI ar o r 89_ ‘ECEFET/RJ
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Teorema de Stokes

O teorema de Stokes estabelece que o fluxo do rotacional de um vetor u
através de uma superficie A &€ igual a integral de linha da projecdo da
velocidade sobre a tangente a curva C que limita a superficie considerada.
Essa propriedade se expressa por:

/A(qu).dA_/Cu.ds

c
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Superficies

Qualquer superficie S, subconjunto da superficie R que representa a
fronteira da regido tridimensional R, pode ser representada pela relacio
biparamétrica (x,y,z) = f (u,v), sendo u e v pardmetros independentes.
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N L]y o\l Vetori!

Superficies

Sendo u e v pardmetros independentes e sendo (x,y,z) = f(u, v)
diferenciavel em relacdo a esses pardmetros, podemos caracterizar um vetor

normal num ponto genérico sobre a superficie a partir do produto vetorial
abaixo:

o 0
N = S [f ()] x o F (1)
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Superficies

O elemento diferencial de superficie que integrado sobre S fornece a area
desta superficie dada por

0 0
a5 = N = |7 17 ()] x 5 1F (a0
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Superficies

O vetor normal unitario exterior a regido R dado por

" N

n=+—

IN]]

no qual a opcdo ente " +" ou menos " —" sera feita de tal maneira que,
em cada ponto sobre S, n aponte "para fora" da regido R.

Exemplo de parametrizagdo de uma casca esférica definida por X2+ y2 + 22 = R?
X = r cosv senu

y = rsenv senu
z = r cosu

com 0<v<2re0O<u<m
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Ementa

© Conceitos Basicos
@ Definicdes
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O que é a Mecanica dos Fluidos?
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Fluido

Substancia que se deforma continuamente sob a aplicacdo de uma tensdo
cisalhante por menor que ela seja, assim, os fluidos compreendem as fases

liquida, gasosa e/ou vapor.
. . D D D C [
F—aD 1:: c__¢ s e
/ / Ty £
) / / /! I £
{ i i ! /
l’ ! ! r/ ! .r,
/ ! / Pl
] ’ ! /’ N4
! ! 1/ Iy
¥ h e i’
h I Iy g
A B A B
P/
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Hipotese do Meio Continuo

Fluidos sdo compostos de um grande nimero de moléculas em constante
movimento, a matéria é descontinua, discreta em escala microscépica. A
descricdo em nivel molecular faz-se através de técnicas da mecanica

estatistica.
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ZCEE)
Consequéncia da Hipétese do Meio Continuo

As propriedades do meio sdo consideradas como tendo um valor definido em cada
ponto do espaco, podendo ser descritas como func¢des continuas posicdo espacial

e tempo. Estas funcdes sdo conhecidas como campos e podem ser escalares,
vetoriais e tensoriais.

B (corpo)
X
@ Massa especifica em um ponto:
om
P= v sV
@ Campo da massa especifica:
,D — p (va’ Z, t) — p(X’ t) ‘ECEFET/RJ
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Definigdes
Métodos de Analise

Definicdo do sistema a ser analisado:

@ Em mecénica do corpo rigido: Diagrama de Corpo Livre
@ Em mecénica dos fluidos: Sistema / Volume de Controle

@ Em termodinamica: Sistema Aberto ou Fechado

Sistema:

@ Representa uma quantidade fixa e identificavel de massa
@ Limites fixos ou moveis

@ N3o ha saida nem entrada de massa
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Métodos de Analise

@ Volume de Controle:

No escoamento de fluidos através de equipamentos, é dificil focalizar a
atencdo numa determinada quantidade de massa fixa e identificavel, sendo
mais conveniente focalizar a atencdo, para fins de analise, em um volume
arbitrario e fixo no espaco através do qual o fluido escoa.

@ Superficie de Controle:

Contorno geométrico (real ou imaginario, em repouso ou movimento) do
volume de controle.
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Métodos de Analise - Classificacio

Método Integral:

@ Determinag¢do do comportamento global do escoamento;
@ Baseado em equacdes integrais;

@ Aplicado na anélise de sistemas/volumes de controle finitos.

Meétodo Diferencial:

@ Determinag¢do do comportamento detalhado do escoamento;
@ Baseado em equacdes diferenciais;

@ Aplicado na anélise de sistemas/volumes de controle infinitesimais.
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Métodos de Analise - Classificacio

Método de Lagrange:

@ A particula é acompanhada durante o deslocamento;

@ Apropriado para aplicacdo na mecanica do corpo rigido.

Método de Euler:
o E empregada a descricio de campo das grandezas pertinentes ao
fendmeno;

@ Apropriado para aplicacdo na mecéanica dos fluidos.

Campo:
Define o valor de uma determinada grandeza do escoamento, como funcdo
continua da posicdo (ponto) no espaco e do tempo
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ZCEE)
Descricdo Euleriano e Lagrangiana

Existem dois modos de descricio do movimento do fluido.
@ Descricdo Lagrangiana

Historico individual da particula fluida.

@ Descri¢do Euleriana

Campo de escoamento, foco nas propriedades do escoamento num determinado
ponto espacial como funcdo temporal. As propriedades do campo s3o descritas
como fun¢des das coordenadas espaciais e tempo, geralmente utilizado na
descricdo de meios continuos.
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Sistema e Volume de Controle

Sistema ou Volume Material (P; ou R): E uma quantidade de matéria
fixa e identificavel, admitindo-se apenas transito de energia na forma de
calor ou trabalho através de sua fronteira.

Piston
eigh /

= Cylinder

System -
boundary

Piston-cylinder

y
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Sistema e Volume de Controle

Volume de Controle (£2): E uma regiso do espago delimitada por uma
superficie fixa através da qual um fluido escoa. Além do transito de
energia, ha também fluxo de massa através da superficie de controle 0f2.

Control surface

P/
ECEFET/RJ
R. Sobral
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Estado de Tens3o

s -
’
ol
7| .
’ e
B o
- # -
o - T
- — 4

Oxx Txy Txz
Tyx  Oyy  Tyz
T. T, g
2 2y # T cereTry
>
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Fluido Newtoniano

Moving
w=V plate:
—= u=V
v
Viscous
[ ) fluid
x
uetl Fixed plate
dv
FaA —
dy
dv
T=p—
dy
@ Viscosidade Cinematica
v=np/p T cereTry
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Conceitos Basicos Defini¢des

Fluidos Nao Newtoniano

Shear
stress Ideal Bingham
T plastic
Plastic Dilatant  Shear
_ - stress 1 Rheopestic
4 T
// Newtonian Common
,‘J luids
Yield Pseudoplastic
stress
Constant Thixotropic
strain rate
0 Shear strain rate 4 —= 0 Time
t

dv
T:nd7y
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Classificacdo de Escoamentos

@ Permanentes e Transientes;
Nos escoamentos permanentes os campos de velocidade e massa especifica ndo

dependem do tempo.

ov op
a—o (S a—o

o Compressiveis e Incompressiveis;
Nos escoamentos incompressiveis ou isocéricos o divergente do campo de

velocidades é nulo.

divv =0
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Classificacdo de Escoamentos

@ Desenvolvidos e N3o Desenvolvidos;
Nos escoamentos plenamente desenvolvidos o perfil de velocidades n3o se altera na
direc3o do escoamento, o escoamento dar-se em regime permanente e se

caracterizam pela ortogonalidade entre os campos de aceleracio e velocidades.

o Laminares e Turbulentos.
Nos escoamentos laminares o fluido flui ordenadamente como se fossem laminas
escorregando sobre ldminas, ja nos escoamentos turbulentos ha desordem

macroscépica, flutuacdes no campo de velocidades.

P/
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Classificacdo de Fluidos - Videos

o Video 01;
o Video 02;

@ Video 03.
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Classificacdo de Fluidos

@ Inviscidos.
Aqueles cuja viscosidade é nula.

Paradoxo de d'Alembert foi esclarecido apenas em 1904 por Prandtl.

@ Viscosos;
Aqueles cuja viscosidade é diferente de zero.

P/
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Sistema de Coordenadas

O conjunto de parametros [u, v, w] é dito um sistema de coordenadas se o
determinante da matriz jacobiano for ndo-nulo.

det

NS <o
N<IK<

Ox
aw
9| £
a9
0z
ow

Q;‘Q;Q;‘ Qm‘Qa
< X
Q?‘Q}QD‘ Qm;‘@;
< X
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Bases

Associado a cada sistema de coordenadas, existe um conjunto de bases
denominados: natural, dual e fisica.

-
E CEFET/RJ

R. Sobral Mecénica dos Fluidos rodolfo.sobral@cefet-rj.br 50 / 68



Base Natural

Seus elementos s3o 0s campos vetoriais €,,, €, € €,,, dados por

Ox, OJy. 0z
eu—a’l/—i—%_j—‘-ak
_Ox., Oy. 0z
ev—a%‘ka,]‘f‘ak
ox ., Oy . 0z
= 5t o’ T ow"

Qualquer vetor w no espaco pode ser representado no sistema de
coordenadas [u, v, w] por meio da combinag3o linear dos vetores que
compdem a base

w = w'e, +w'e, + wey

onde wY, w" e w" sdo denominadas componentes contravariantes.
‘ECEFET/RJ
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Base Dual

v

Seus elementos sdo os campos vetoriais e*, e’ e e, dados por

ow . n ow 4 ow
= 1 _—

ox 6y‘7 0z
Qualquer vetor w no espaco pode ser representado no sistema de
coordenadas [u, v, w] por meio da combinag3o linear dos vetores que
compdem a base

w=w,e* +w,e’ +w, e’

onde w,, w, e w,, sdo denominadas componentes covariantes. F cererrs
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Bases Natural e Dual

Para
e .e, =1, e".e, =0, ev.e, =0
e’.e, =0, e’.e,=1, e’e, =0
e%.e, =0, e%.e, =0, ev.ey=1
e que:
Wy = W.€q e w! = w.e"
Wy, = W.€y e w” =w.e’
Wy = W.ECqp e w” =w.e"
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Base Fisica

Um sistema de coordenadas é dito ortogonal sempre que os vetores da base
natural e/ou dual forem mutuamente ortogonais. Nestes casos, pode-se
definir uma base ortonormal associada, denominada base fisica.

ey eY
<> T lewl] ~ Tlev]]
ey €’

> leoll ~ Tlevl]
ew  €e¥

<> = lewl| el

Qualquer vetor w no espaco pode ser representado por meio da expressio

W = Weysu> T WavsCco> + Waw>lcw>

P/
onde wo,~, Weys € wey,~ s3o denominadas componentes fisicas. F cerenrs
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Movimento
Define-se movimento como sendo a func3o que associa, para cada instante
de tempo t, um ponto material e sua posicdo espacial x.

X:X(.at)

A massa contida em uma regido R no instante de tempo t é

Mg = / pdV
R
A massa especifica média de um corpo continuo ocupando a regido R é
. fR pdV
[

-
E CEFET/RJ

R. Sobral Mecénica dos Fluidos rodolfo.sobral@cefet-rj.br 55 / 68



Movimento

O campo de velocidades é uma funcio que associa, para cada instante de
tempo t, um valor da velocidade v para cada posicio espacial x:

D xen =%

ponto material fixo
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ZCEE)
Linha de Trajetéria

E a curva descrita por um ponto material durante o movimento de um
corpo continuo.

dx F20
— =v com X = X ara =
P 0o P
componentes cartesianas

dx .

— =vi=v

dt x

dy .

—Z =vj=v

dt S =Y

dz

— =vk=v

dt z

com
(x,y,2) = (x0,¥0,20) para t=0
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Definigdes
Linha de Corrente

S3o curvas tangentes, num dado instante de tempo, em todos os seus pontos ao
campo de velocidades. Em outras palavras, o vetor tangente em cada ponto sobre
uma linha de corrente é paralelo a velocidade naquele ponto.

dx .
— ="V , com x € linha de corrente
dg t=t
—to
onde £ &€ um pardmetro e v uma funcdo de & estritamente positiva.
dx
= =
df t=to
dy
= =y,
dg t=to
dz
—= =y,
dg t—to

com
(x,¥,2) = (x0,¥0,20) para &=&

Para escoamentos em regime permanente as linhas de trajetéria e corrente sdo as mesmas.
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Func3do de Corrente

O conceito de funcio de corrente representa matematicamente as
componentes da velocidade para um escoamento bidimensional
incompressivel (isocérico) utilizando uma dnica fungdo ¥ (x, y, t).

L
x = ay
(S
ov
WS ok

como escoamento é incompressivel divv = 0, dai

Ovy % 92w 2w

Ox dy _8y6x + 0Ox0y -
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Aceleracio

Taxa de variacdo da velocidade de um ponto material.

V*|t+At - V*|t:|

a, = lim [ A

At—0
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Derivada Material

Taxa de variacdo de certa quantidade tomada para um ponto material fixo.

A acelerac3o é a derivada material da velocidade, levando-se em conta a
linha de trajetéria, tem-se:

v =1 (x(t), y(t), 2(t), t)
Derivando-se a funcdo composta, temos:

,_Ovdx ovdy ovdr v
~ Oxdt Oydt Ozdt Ot

vy Ov  Ovx  Owx
ax ot Ox Oy 9z | | Vx
— _ | 9v dv, 0Ovy, 0Ovy
a=\ay| =55 T |ox oy oz ||W
a Ov, v,  Ovz  Ove| |y,
z ot Ox Oy oz z
Dv 6v+8v +8v +6v 8W+( )
— = — 4 —V —V, —V, = — ra v o,
Dt ot ox * 9y Y 0z % Ot & = cereTiry

R. Sobral Mecénica dos Fluidos rodolfo.sobral@cefet-rj.br 61 / 68



Definigdes
Vorticidade

E a velocidade angular local definida em cada ponto espacial ocupado por
um corpo continuo. Uma vez que estamos lidando com corpos deformaveis,
define-se cada componente do vetor vorticidade a partir da média aritmética
das velocidades angulares de duas retas materiais ortogonais. Esse conceito
generaliza o conceito de velocidade angular de um corpo rigido.

Para um corpo rigido, a velocidade angular tem o mesmo valor em todos os
pontos. Para um corpo deformavel, ela € um campo, ou seja, depende da
posicdo.

w = Wil + wyj + wyk

Escoamentos nos quais ndo ha rotaco sdo denominados irrotacionais (inviscidos), todo fluido viscoso sofre rotacio,
visto que possui tensio cisalhante.

-
E CEFET/RJ

R. Sobral Mecénica dos Fluidos rodolfo.sobral@cefet-rj.br 62 / 68



Componente em z

Sendo w, a velocidade angular num dado ponto, projetada sobre a direcdo
e sentido de k (plano xy)

Wz = E (errtical + Whorizontal)

Obedecendo a regra da m3o direita, note que temos a metade do operador
"rotacional" aplicado sobre o campo de velocidades em z

1 (0v, Ove\ 1
Wy = 5 <8X — 8y> = 5 (I‘OtV) .k
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Definigdes
Vorticidade

O campo de velocidade angular (rotagdo) corresponde a metade do
rotacional do campo de velocidades

) 2 \dy oz 9z  ox )7 ox Oy
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Definigdes
Vorticidade

Precaucbes devem ser tomadas para que n3o haja confusdo entre rotacio
de uma particula fluida com um escoamento consistindo em linhas de
corrente circulares (vortices).

O operador vorticidade ¢ corresponde ao dobro do campo de velocidades

angulares, como mostra
¢ =2w=Vxv
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SETIE
Corpo Rigido

Um corpo realiza um movimento de corpo rigido se a distancia entre
quaisquer dois pontos materiais for invariante no tempo. Denotando por x;
a posicdo do ponto material 1 e por x> a posicdo do ponto material 2,

||x2 — x1|| = constante para qualquer t dado

Ou seja,
D
Et [(X2 — Xl) . (X2 — Xl)] =0

empregando a definicio de velocidade

(X2 —Xl) . (V2 — V1) =0
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SETIE
Corpo Rigido

quando x» — X1
v — vi = [grad v], (x2 — x1)

Portanto,
(X2—X1).(V2— V1):0 — (X2—X1).[gl’é)d’v]x1 (XQ—Xl):O
pela definicdo de transposicio,

gradv = — [grad v]"

caracterizando assim movimento de corpo rigido.
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"Someone’s sitting in the shade today because someone planted a tree a
long time ago"

Warren Buffett
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