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Teorema do Transporte

A seguir serdo apresentados argumentos que demonstram que:

q wv_/ PV ydivy dV_/ DY wdivv) dv
dt Jo, o, \ Dt r \ Dt

onde R é uma regido fixa no espaco coincidente com §2; (regido ocupada
por um dado corpo no instante t dependente do tempo)
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Teorema do Transporte

Sendo (2, a regido ocupada pelo corpo no instante t = 0, visto que cada
ponto material possui sua prépria linha de trajetéria, entdo associa-se a
cada ponto da regido (29 — (u, v, w) um ponto da regido {2; — (x, y, z).

Portanto (u, v, w) pode ser tratado como sistema de coordenadas, visto
que cada uma das variaveis x, y e z é funcdo de u, v e w.
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Teorema do Transporte

Assim, pode-se promover uma mudanca de varidveis na integracgdo tripla de
um dado campo, como mostra

/// Vdxdydz = /// V¥ J dudvdw
.Qt QO
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Teorema do Transporte

Para cada instante,

ox  Ox  Ox
J = det % g oy
¥ % ¥
du 9dv  ow
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Teorema do Transporte

Uma vez que o dominio {2y € fixo (ndo varia com o tempo), escreve-se

d 0
— UdV = — (JO)dV
dt /Qt 2 Ot (J7)

sendo % (J¥) derivada parcial de dominio (u,v,w, t), para u, v e w

fixados, tem-se

0 ov oJ
ot Jvo) = JE —I—LT/E

Em outras palavras, € uma derivada material, pois o ponto material é mantido fixo
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Teorema do Transporte

Para Jacobiano,

u v  dw
J=det|% 9 Iy
gu v Jdw

9z 0z 0Oz

du Ov Ow

_ Ox0y 0z 0Oxdy 0z Ox 0y dz Oxdy 0z Oxdy 0z 0Ox dy 0z

_8u8vaw+8v<‘9w8u Owoudv Oudwdv Ovoudw Owdviu
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Teorema do Transporte

A derivada temporal do Jacobiano fica,

0J _ 0 (0x\0y0z 0x 9 (Oy\ oz 0x0y 0 (0z
Ot OQu\ot) dvow OJudv \dt) Ow  dudvow \ Ot
0z

L0 () 0y 0z 0x 0 (dy) 0z 0xdy 0 (02
Ov \ot) owou  dvow \dt) du ' Ovowdu \ ot
L0 (0x\dydz  0x 0 (04 0z, dxdy o (0z
ow \dt) oudv  owdu \dt) ov ' Owdudv \ Ot
0 (x\dyoz 0x 0 (0y)0z oxdy 0 (0
Ou\Ot) Owodv OQuow \ 0t ) dv  Oudw Ov \ Ot
0 (x\0yoz 0x0 ()0 oxdy 0 (0
ov t/) Ouow OvIou\ot) Oow OvOouow \ Ot
0 (0x\0yoz 0x 0 (0y\0z oxdy 0 (02
ow \ot) ovou  owov \at) ou  owov du \ ot ) EeEFEm
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Teorema do Transporte

Pela definicdo de velocidade,

R. Sobral

Magquinas de Fluxo |

0J _Ovcdy 0z  0x0v, 0z | Oxdyov,
Ot  Ou dvOow  Ou dv Ow  Oudv Ow
L Ov Dy 0z 0x0v, 0z | Ox Oy O,
Oov Oowodu OvOowdu OvOow Jdu
OOy 0z | Ox 0w, 0z | 0x Oy O,
ow Odudv Ow du Ov  Ow Ou dv
0w 0y 0z 0xdv, 0z 0xdy O,
ou owdv Oudwdv  Oudw Ov
vy oz 0xdv 0z Oxdyov.
ov ouodw Ov Ou Ow  Ov du Ow
Ovdyoz  Ox0w 0z 0x 0y,
Oowovou Ow Ov du Owdv du Ecererry
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Teorema do Transporte

Uma vez que é possivel representar as componentes do campo de
velocidades como funcdes de x, y e z, emprega-se a regra da cadeia,

Ovie _ 0w Ox | v Oy | v 0z
du OxOu Oy Ou 0z du
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Teorema do Transporte

Logo a derivada do determinante é representada como,

ot 67+8y+8z 8u8v8w+8vf)w8u
Ox 0y 0z  Ox Oy 0z Oxdy 0z 8x8y62}

0J  [Ovx | Ovy, 8vz}{8xfiy 0z  Ox dy 0z
Owoudv dudwdv Ovoudw Owdviu

Ou seja,

% = Jdivv
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Teorema do Transporte

Dessa forma,

0 ov 6J ov
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Teorema do Transporte

Voltando ao argumento apresentado no slide inicial, pode-se escrever entdo,

i vdVv —/ J [8@ —i—Wdiv'u] dv
dt /o, o LOt

Levando-se em consideracdo ponto material fixo, tem-se que

Dv
d/ LPdV:/ +!Z/divv] dv
dt Jo, o, | Dt
No momento em que a configuracio de referéncia coincidir com uma certa

regido R,
jt o vdV = /R [%tp + Wdivv] dv
T cerery
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Ponderacdes

Vale chamar a atencdo na diferenca entre os significados fisicos das

integrais de superficie sobre 92, e sobre R, no instante em que

Por exemplo, o valor das quantidades [, pv.ndS e fant pv.ndS num
instante de em que 9f2; = R é 0 mesmo, porém faR pv.ndS representa o
fluxo de massa cruzando a fronteira da regido fixa R, ja f(mt pv.ndS ndo
representa o fluxo de massa cruzando a fronteira da regido (2;.

A fronteira da regido (2; € uma fronteira material e se desloca com a
mesma velocidade do meio (corpo) continuo, enquanto a fronteira R é fixa.

-
E CEFET/RJ

R. Sobral Magquinas de Fluxo | rodolfo.sobral@cefet-rj.br 15 /56



Teorema de Transporte - Campo escalar

Reescrevendo a equacio anterior para um campo escalar 7:

d of .
at /o, de_/R[at—Fd/v(fv)} dv

Utilizando-se do Teorema da divergéncia de Gauss, reescrevemos a equacio
acima como

— fdvV = /dV+/ f(vn)dS

£2¢
Aplicando finalmente o teorema de Leibnitz, tem-se para condicio de
coincidir a configuracdo atual com a regido espacial de referéncia R

d 0
- Qtfdv_at/RdeJr/aRf(vn)dS
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Teorema de Transporte - Campo Vetorial

Reescrevendo a equacdo anterior para um campo vetorial w:

qd de_/ [Dw—i—wdivv} dv
dt Jo, o, | Dt

Desenvolvendo a derivada material, agrupando-se os termos e aplicando as
propriedades do calculo tensorial, tem-se

d ow )
p Qtde—/R[at+d/v(w®'v)] dv

Aplicando o teorema da divergéncia de Gauss juntamente com o teorema
de Leibnitz, tem-se para condicdo de coincidir a configuracio atual com a
regido espacial de referéncia R

d 0
dt/Qtde—atL/Rde—i- 6Rw(vn)d5
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Teorema de Transporte - Calculo Tensorial

O teorema do transporte estabelece, no caso de campos regulares, que
d d .z . OF
— [ wdV = — (P (X, t U(X,t))tr( ——F')|dV
i [ wav=[ [+ @xope (e

onde F = I-:(X, t), % representa a derivada material e £2; é a
configuracdo do corpo no instante t (pode variar com o tempo t).
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Equacdo da Continuidade

Axioma: a quantidade de matéria associada a uma dada parte de um corpo
continuo é invariante no tempo, em outras palavras

d d
—Meorpo = — dvV =0
g Vleorpo dt/_(ztp

onde {2; denota a regido ocupada pelo corpo continuo no instante de
tempo t.
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Equacdo da Continuidade

O teorema do transporte estabelece que,

d Dp .
R ZP 4 hdive| dV
dt Jo,” /Qt[Dthp "”’]

onde % representa a derivada material do campo de massa especifica.
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Equacdo da Continuidade - Forma Global

Portanto, o axioma da conservacdo da massa,

d Dp .
Tl V= =F V=
at Jo, pd /Qt [Dt —I—pd/vv] d 0
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Equacdo da Continuidade - Forma Local

Uma vez que a regido (2; é arbitraria, conclui-se que,

gf + pdive =0
ou 5

a—i +div(pv) =0
visto que,

div (pv) = pdivv + vgradp
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Tensor Tensdo de Cauchy

Na mecénica dos corpos continuos, temos dois tipos de forcas, forcas de
corpo e de superficie.

@ Forcas de Corpo — atuam sobre todos os pontos materiais do corpo;

@ Forcas de Superficie de Contato — atuam sobre a fronteira do corpo.
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Tensor Tensdo de Cauchy

Sendo g o vetor aceleracdo da gravidade, a forca de corpo atuando sobre a
regido (2; sera,

Fcorpo:/ ,0ng
2

Sendo a tens3o representada por t, a forca de superficie exercida sobre S,
para S C 042,

I'ﬂcontato:/td5
S

Vale ressaltar que t = Tn
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Quantidade de Movimento Linear

O primeiro axioma de Euler estabelece que a taxa de variacdo no tempo da
quantidade de movimento linear de um corpo, referente a um referencial
fixo, € igual a soma das forcas externas atuando sobre esse corpo.

e pvdV Z Feyternas

ou

d/ pvdV:/ td5+/ png:/ Tnd5+/ pgdV
dt Jo, 892, [N 092, o)
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Quantidade de Movimento Linear

O teorema do transporte estabelece que,

d B D (pv) )
at Jo, pvdV = /Qt [Dt + (pv) d/vv] dv

ou seja,

d Dv Dp
E 0 ,O'Udv—/ |: E‘FU*""([)’U) dIV’U:| dV
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Quantidade de Movimento Linear

d Dv Dp .
— dVv = — — d dv
dt 2 pv ~/.Qt |:p Dt + v < Dt + p Ivv>:|
Vide equacio da continuidade th [% + pdivv} dV =0, reescrevendo a

QML, tem-se
Dv

d
g dv = 2 av
dt /o, "’ /Q [th]
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Quantidade de Movimento Linear - Forma Global

Portanto, a equacio global da quantidade de movimento linear fica

/ [D”]dv / Tnd5+/ pgdV
Dt 00 o

empregando teorema da divergéncia

D
/ [ ”] dv = / divTdV + / pgdV
Dt 2 24

-
E CEFET/RJ

R. Sobral Magquinas de Fluxo | rodolfo.sobral@cefet-rj.br 28 /56



Quantidade de Movimento Linear - Forma Local

Uma vez que a regido (2; & arbitraria, conclui-se que,

Dv

ou
p [g’ltj + (gradv) ’U:| =divT + pg
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Quantidade de Movimento Linear - Forma Local

No sistema de coordenadas cartesiano retangular,

_%+V%+V%+V%-—8UXX+8TXY_|_8TXZ+
Plac ™ ™ax "oy T %oz | T ox oy | 9z &

By, vy vy Jvy | _ OTyx N Joyy n 071y,

Plar Tax TWay T ez | T ax Ty oz P

6VZ+V%+V%+V% 0T 8sz+8azz+
Ploac ™ ox "oy "0z | T ax T ay T oz ' PEE
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-
Quantidade de Movimento Angular

O segundo axioma de Euler estabelece que a taxa de variacdo no tempo da
quantidade de movimento angular de um corpo, referente a um referencial
fixo, é igual a soma dos torques atuando sobre esse corpo.

d
E /Qt ’r'Xp’UdV = Z Mexternos

d
— [ rx (pv)dV:/ rxtdS—i—/ rx (pg) dV + Teixo
dt Jo, 002 2

:/ r X (Tn)d5+/ rx (pg) dV + Teixo
B_Qt Qt

onde 7 representa o vetor posicdo posicdo em relacdo a algum ponto fixo (7 & o brago
da alavanca, podendo sem perda de generalidade ser o proprio vetor posicdo x, ao
considerar a origem no ponto fixo em quest&o) F cerer
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-
Quantidade de Movimento Angular

O teorema do transporte estabelece que,

J [ [Dlp(@x)] .
e Qtp(:l:xv) dVv = /Qt [ Dt + [p(xxv)] dive| dV
ou seja,
d B D (xxv) Dp _
p Qtp(ar:xv)dV—/Qt [p Dt + (xxv) Dt +(mxv)pdlvv} dv
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-
Quantidade de Movimento Angular

d B D (xxv) Dp _
dt/gtp(:cxv) dvV = /Qt [,0 Dt + (xxv) (Dt +pd1vv)] dv

Vide equacio da continuidade th [% + pdivv} dV =0, reescrevendo a
QMA, tem-se
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-
Quantidade de Movimento Angular

Uma vez que x é o vetor posicdo, reescreve-se

d
dt /o,

Dv

g | @V

p(wxv)dV:/ Dr

2
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-
Quantidade de Movimento Angular - Forma Global

Portanto, a equacio global da quantidade de movimento angular fica

D
/ [p:cxv] dV:/ T X (Tn)d5+/ xx (pg) dV + Teixo
o Dt 802 2
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Primeira e Segunda Lei da Termodinamica

As leis da termodinamica ja foram exaustivamente abordadas na disciplina
antecedente ao presente curso.
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Equacdo de Bernoulli

Define-se fluido ideal como um meio continuo que, sob quaisquer
circunsténcias, tem o tensor de Cauchy maltiplo do tensor identidade. Em
outras palavras, para um fluido ideal,

T=-p1

Onde p é a pressdo, inferindo tensdo cisalhante sempre nula. A forma local
da equacio da quantidade de movimento linear é dada por (para qualquer
meio continuo)

P [g’i + (gradv) U:| =divT + pg

-
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Equacdo de Bernoulli

Assim, para um fluido ideal, a equacdo anterior se reduz a

0
p [61; + (gradv) v] = —gradp + pg

que é chamada equacio de Euler.

Suponhamos agora um escoamento de fluido ideal em regime permanente
(velocidade ndo dependendo explicitamente do tempo). Nesse caso, a
equacio de Euler pode ser escrita como

p (gradv)v = —gradp + pg
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Equacdo de Bernoulli

Se a massa especifica depender apenas da pressdo (podendo inclusive ser
constante), a equacdo anterior pode ser representada por

d
(gradv) v = —grad </ pp> +g

Considerando o eixo "z" paralelo ao vetor aceleracio da gravidade, de tal
forma que

g.k = —||g|| = —g = constante
Podendo representar o vetor aceleracdo da gravidade como

g = —grad(gz)
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Equacdo de Bernoulli

Pela definicdo do operador rotacional, temos que
(rotv) xv = (gradv) v — (gradv)" v

(gradv) v = (gradv) v + (rotv) xv
Onde

(gradv)" v = grad (%)

Assim a equac3o de Euler se reduz a
V.V dp
(rotv) xv = —grad (7) — grad — | — grad(gz)
P
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Equacdo de Bernoulli

Ou seja,

. d 1 d
(rotv) xv = —grad <1)2'v —i—/pp +gz> = —grad <2H’UH2 —i—/,f —i—gz)

Assim levando-se em conta que

[(rotv) xv].vw =0

1 d
—grad <2||'v||2 +/: +gz> v=0

Tem-se:

y
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Equacdo de Bernoulli

Caracterizando as linhas de corrente como curvas de nivel das grandezas
entre parénteses. Tem-se entdo a Equacio de Bernoulli

fH 112+ / + gz = constante sobre uma linha de corrente
p

Para escoamentos irrotacionais (ou potenciais), teremos que em toda parte
rotv =0

Logo, a equacdo de Bernoulli vale para todo o escoamento

1, 2 dp
§Hv|] + " + gz = constante em todo o escoamento
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Equacdo de Bernoulli

Quando a massa especifica for constante, tem-se

d
a = P -+ constante
p P

Dai a equacdo de Bernoulli é expressa da forma (mais comumente
encontrada na literatura)

1
~|v| > + Py gz = constante
2 p
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Equacdo de Bernoulli - LimitacGes

@ Tubos longos (Atrito - efeitos viscosos);
vspace.3cm
@ Difusores (Aumento da camada limite - efeitos viscosos);

@ Escoamentos externos (Unidimensionalidade - afastamento da L.C.);

Maquinas de Fluxo (Afastamento da L.C.);

Escoamentos compressiveis (p # cte);

VariacBes de temperatura (Causam variacdes de p).
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-
Perda de Carga em Tubos

Considerando o perfil de velocidades plenamente desenvolvido num duto
circular reto, como mostra

L_ R (p=p Xty
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-
Perda de Carga em Tubos

As linhas de corrente para esse escoamento sdo retas paralelas ao eixo z. A
energia mecinica num dado ponto (xp, yo, Zo) desse escoamento é dada por

1 p
€(x0,y0,20) = <2VZ2 + ; + gz)

(XO Y0 720)

com g = —gk
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-
Perda de Carga em Tubos

No ponto (xg, ¥, Z1) que estd sobre uma mesma linha de corrente, tem-se
que

1 p
€(x0.¥0.2L) = <2VZ2 + ; + gz)( )
X0,Y0,ZL

com g = —gk
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-
Perda de Carga em Tubos

Portanto a diferenca entre (., yo.20) = €(xo,y0,21) € dada por
Po pL
€(x0.%0,20) ~ €(x0.y0,21) = ( + g20> - < + gzL>
P P
Po — pL
==, T8 (20 — 1)
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-
Perda de Carga em Tubos

Uma vez que a velocidade média é dada pela metade da velocidade

maxima, )
_ 1 R —
V= EUméx = _@ (pLLpO +pg>
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-
Perda de Carga em Tubos

E que zg — z; = —L, pode-se escrever

_ Po—PL

Po — pL 8ul
€(x0.y0,20) — €(x0.¥0,21) = —8l

+g(20—2z)=

Tal diferenca Ae = e(x, y9,20) — €(x0,y0,21) € UMa medida de perda de
energia/carga no escoamento.

E facil ver que, e(;,y0,20) — €(x0.y0,z) teM dependéncia da velocidade média
e sempre sera nula, quando a viscosidade for nula, ou seja, para fluido ideal.
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-
Perda de Carga em Tubos

Na literatura classica, a perda de carga é obtida a partir da equacido de
Darcy-Weisbach, dada por

L v?
Ae=f——
D 2
sendo f fator de atrito.
‘ECEFET/RJ
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Perda de Carga em Tubos

No caso de escoamento laminar num duto circular, o fator de atrito pode
ser calculado analiticamente igualando as expressGes ja mencionadas acima,
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-
Perda de Carga em Tubos

No caso de escoamento turbulento através de tubo liso, ou seja, com
parede interna com rugosidade desprezivel, o fator de atrito é
aproximadamente dado por

fF— %(InRe)_%

Para dutos com rugosidade ndo desprezivel, o fator de atrito dependera da
rugosidade relativa e do nimero de Reynolds, devendo ser obtido
diretamente via 4baco de Moody.
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Video

Video 01
Video 02
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Aplicacdes

@ Risers offshore https //doi. org/lO 1016/j.powtec.2012.10.014
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https://doi.org/10.1016/j.powtec.2012.10.014
https://doi.org/10.1152/japplphysiol.91519.2008

"Ha uma forca motriz mais poderosa que o vapor, eletricidade e energia
atémica: a vontade”

Albert Einstein
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