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Programa do Curso - Avaliacdo 02

@ Escoamento inviscido
@ Escoamento interno
o Escoamento externo

o Escoamento compressivel
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Escoamento Incompressivel

Vide equacio da continuidade na formulac3o local

ap

at—i-V.pv:O

quando p = constante, tem-se que

V.v=0
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Escoamento Inviscido

Embora n3o existam fluidos reais sem viscosidade, muitos problemas de

escoamento, especialmente em aerodindmica, podem ser analisados
mediante y = 0.
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-
Equacdo de Euler

Para condicdo de escoamento sem atrito, ou seja, inviscido . = 0, as
equacdes do movimento s3o reduzidas,

v
Ppr = —Vp+pg

-
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Equacdo de Euler em Linhas de Corrente

[ p+ % %] ds dx

P ds .

— [p + 75 2] dn dx
_ P ds )
[p 50 dn dx

[p - % %] ds dx
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Equacdo de Euler em Linhas de Corrente

As equacdes do movimento em funcio de s e n, sendo:
@ s — distancia ao longo da L.C.
e n — distancia normal a L.C.

@ p — pressdo no centro do elemento.
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Equacdo de Euler em Linhas de Corrente - em s

Aplicando-se a segunda lei de Newton na direcdo de s, desprezando-se as
forcas viscosas:

(p — gif) dndx — <p + g’:f) dndx — pg sin Bdsdndx = pasdsdndx

simplificando a equac3o, fica:

Op sin 3 a
e — ] =
as pg p s

P/
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Equacdo de Euler em Linhas de Corrente - em s

Substituindo, sin § = %% e dividindo ambos os lados por p:

e como as = % = g‘t’ + g;v a equacio de Euler na direcdo da linha de
corrente fica:

1op 0 _ov v,
p Os €8s ~ ot ' os

-
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Equacdo de Euler em Linhas de Corrente - em s

Para escoamento permanente e desprezando forcas de corpo, tem-se para
equacdo de Euler na direcdo da L.C.

10p ov

_ = ——V

p Os Js
Constata-se que em condicdes cuja Gnica forca é de pressdo, ha aceleracio
nas regides de baixa pressdo e desaceleracdo em regides de alta press3o.
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Equacdo de Euler em Linhas de Corrente - em n

Aplicando-se a segunda lei de Newton na direcdo de n, desprezando-se as
forcas viscosas:

<p — 8n2> dsdx — < + ?é) dsdx — pg cos fdndxds = pan,dndxds
simplificando a equac3o, fica:

@ cos 3 = pa
8” pg _p n
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Equacdo de Euler em Linhas de Corrente - em n

Substituindo, cos 5 = £% e dividindo ambos os lados por p:

10p 0z
————g—=a
pon on "
e como a acelerac3o centripeta vale a, = R , a equacio de Euler na

direcdo normal a linha de corrente fica:

18p+ % v2
pon €an ~ R
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Equacdo de Euler em Linhas de Corrente - em n

Para escoamento permanente em um plano horizontal a equacio de Euler

normal a L.C. fica,
L(op) _ v’
p\on) R

Constata-se que a pressdo aumenta para fora na direcdo normal as L.C..
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Equacdo de Bernoulli - Integracdo de Euler ao longo da L.C.

Como visto anteriormente, a equacio de Euler para escoamento
incompressivel na direcdo da linha de corrente é dada por:

10p dz Ov Ov

20s 895 ot T s
em regime permanente,

10p 0z Ov

p Os €8s ~ 9s’
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Equacdo de Bernoulli - Integracdo de Euler ao longo da L.C.

Se uma particula fluida desloca-se uma distancia, ds, ao longo de uma
linha de corrente entdo,

0 .
a—pds =dp — variacdo de pressio em s
s
0z L ~
a—ds =dz — variacdo de elevacio em s
s
ov o .
8—ds =dv — variacdo de velocidade em s
s
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|
Equacdo de Bernoulli - Integracdo de Euler ao longo da L.C.

Utilizando os termos referentes ao deslocamentos sob as L.C. e
substituindo-os em Euler em regime permanente, fica

9 _ gdz = vdv
p

ao longo de s
dp

+vdv+gdz=0

/++gz—0

integrando,

-
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Equacdo de Bernoulli - LimitacGes

Tubos longos (Atrito - efeitos viscosos);

Difusores (Aumento da camada limite - efeitos viscosos);

@ Escoamentos externos (Unidimensionalidade - afastamento da L.C.);

Maquinas de Fluxo (Afastamento da L.C.);

Escoamentos compressiveis (p # cte);

VariagBes de temperatura (Causam variagdes de p).
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Pressées Estatica, de Estagnacdo e Dindmica

Imagine o vento soprando contra a palma de sua m3o em regime
permanente, a press3o estatica serd a pressio atmosférica, a pressdo maior
que vocé sentirad no centro da palma da sua mio serd a pressio de
estagnacdo e o acréscimo de press3o referente a atmosférica serd a pressio

dindmica.
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Pressées Estatica, de Estagnacdo e Dindmica

A pressdo de estagnacdo é igual a pressdo estatica mais a pressdo dindmica.

Se a press3o estatica € p em um ponto do escoamento onde velocidade é v, ent3o a
pressdo de estagnacdo po onde a velocidade de estagnac3o vo é nula, pode ser obtida

como:

N

P %P,V
p 2

como vp é nula,

@ Pressdo Estatica —  denominada de pressdo termodindmica é a pressdo

convencional adotada pela particula fluida em movimento.

@ Pressdo de Estagnacdo —  obtida quando um fluido em escoamento é
desacelerado até a velocidade nula por meio de processo sem atrito.

A . 2
@ Pressdo Dindmica —  representada pelo termo %.

R. Sobral Mecénica dos Fluidos rodolfo.sobral@cefet-rj.br
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Pressées Estatica, de Estagnacdo e Dindmica

Como,

2
_ pv
po=p-+ 5

se a pressdo de estagnacdo e a pressdo estatica puderem ser medidas em
um ponto, tem-se o valor exato da velocidade local do escoamento,

2(po—p)
P

vV =

-
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Press3o Estatica

{STE | holes
Flow ——— . _’-Iow { H
streamlines — & -‘\
——
| | Stem ——
Pressure__~
tap To manometer ar
pressure gage
(z} Wall pressure tap (b} Static pressure probe
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Pressdo de Estagnacdo

Flow

Small ho e/‘ -\\

!

To manomeater or
[prEssUre gage
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Pressdes Estatica e de Estagnacdo

Flow

[a) Tatal head tube used
with wall static tap

Flow
—_—

Static
pressure
holes

Fo
(b Pitot-static tube

Vale ressaltar que tais conceitos de Bernoulli para pressdes referem-se a aplicagdes em escoamentos incompressiveis
M<.3, n3o se aplicando a escomentos compressiveis

Mecéanica dos Fluidos
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-
VC Limitado por Linhas de Corrente - Tubo de Corrente

-
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|
Equacdo de Bernoulli - Equacdo da Energia

A primeira lei da termodinamica representada por:

: - - - d
Q- Ws - Wcisalhante - Woutro = 7/ Pedv +/ 14 <e + P) v.ndS
dt Jr oR p

Sendo,
2

v
e=u+-—+g8z
2
e considerando:
@ escoamento em regime permanente;

auséncia de forcas cisalhantes;
auséncia de trabalho de fronteira;
auséncia de outros tipo de forgas;
escoamento e propriedades uniformes em cada sec3o;

escoamento incompressivel;

. . p
Sem variac3o de energia interna e fluxo de calor. ECEFET/RJ
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|
Equacdo de Bernoulli - Equacdo da Energia

A primeira lei da termodindmica se reduz a:

: vi p1 V3 P2

Q= |+ +tgza+—)(—prviA)+| 2+ =+ g2+ — | (p2v2A2)
2 p1 2 p2

Vide equacido da continuidade,

m = p1viAr = pav2 Az

o_%Q_5Qdm_3Q_
dt  dmdt dm
‘ECEFET/RJ
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|
Equacdo de Bernoulli - Equacdo da Energia

Portanto,
) . v2 V2 .
£ m= |- Ul-l-f1+g21—i-ﬂ + Uz—f—fz-i—é,’22+E m
dm 2 p1 2 P2

dividindo por m,

) r 2 2 7
Ul—uz+fQ = |- Vf1+g21+& + Vi—l—gZz%—B
dm | 2 p1 2 P2/ |

Para escoamento incompressivel,

) r 2
(- 28) = [- (G rgns

dm
dai,

2 2
V. V. P 0
(1+gz1+p1> = (2 +g22—|—> + (U2—u1 - Q)
2 p 2 P dm T cerery
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|
Equacdo de Bernoulli - Equacdo da Energia

Considerando,

)
(U2_u1_drc7?7>:0

tem-se que
2 2
V. V.
Agn+ P2 P2
2 p 2 p
logo,
2
p v
—+ —+ +8z=cte
P 2
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Linha de Energia e Piezométrica

Como apresentado a priori, para escoamento permanente, incompressivel
sem atrito ao longo de uma linha de corrente tem-se que a energia
mecanica se conserva.

-
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Linha de Energia e Piezométrica

o

2
P s H=cte
rg 28

p% —  altura de carga devido a pressdo estatica local, ou seja,
energia de pressdo por unidade de peso;

V2 H N ~ = A - .
% altura de carga devido a pressdo dindmica local, ou seja,

energia de cinética por unidade de peso;

z — altura de carga de elevacido, ou seja, energia potencial por
unidade de peso;

H — altura de carga total do escoamento, ou seja, energia

mecanica total por unidade de peso do fluido em escoamento.
‘ECEFET/RJ
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Linha de Energia e Piezométrica

@ Linha de energia —  representa a altura de carga total,

o Linha piezométrica —  representa a soma das alturas de carga
devido a elevacdo/pressdo hidrostatica e a pressdo estatica (z+ p/pg).
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Linha de Energia e Piezométrica - Escoament

o Sem Atrito
/Free surface

/Energy grade line (EGL)
-t~ oA N
g\ |
\
N

A\

\\ Hydraulic

\

grade

v line (HGL) ﬁ

7 ~. I‘ 2g
\\ \

1

1

\

1

1

N
)
\

24
i3
Datum (z = 0)
R. Sobral
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Bernoulli Escoamento Transiente - Integracdo de Euler L.C.

A equacdo da quantidade de movimento para escoamento sem atrito,

Dv_ _Vp_ 4
Dt  p &

Ao longo da linha de corrente converte-se componentes vetoriais em
escalares, tomando o produto escalar por ds, tais como,

Dv ov  0Ov Vp
.ds —d =—+4+—v|ds=—-——.ds—gk.d
Dt Dt (8t + 85‘/) ° p 8T ERas

y
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Bernoulli Escoamento Transiente - Integracdo de Euler L.C.

0
8—Vds =dv — variacdo de velocidade em s
s

Vp.ds=dp — variacdo da pressio em s

k.ds=dz — variaciodezems
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Bernoulli Escoamento Transiente - Integracdo de Euler L.C.

Utilizando os termos referentes ao deslocamentos sob as L.C. e
substituindo-os na quantidade de movimento,

d,
g‘;ds—i- vdv = _?p — gdz
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Bernoulli Escoamento Transiente - Integracdo de Euler L.C.

Integrando ao longo de uma linha de corrente de um ponto 1 ao ponto 2,

2 2 2
dp v5 — Vi 2 9v
T4+ 2 A ig(mn—z)+[| =—ds=0
/1 p 2 ( ) 1 Ot

Para escoamento incompressivel,

2
P1 14 P2
—+—1+gz1_— —2+g22+ —ds_o
P 2 2

Escoamento incompressivel, sem atrito ao longo de uma L.C.
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Escoamento Irrotacional

Escoamentos nos quais as particulas de fluido ndo possuem rota¢do w = 0.

Tensdes de cisalhamento s3o responsaveis por rotacio, escoamentos
inviscidos sdo irrotacionais, a menos que as particulas estejam em rotac3o
inicialmente.

rotv = Vxv =0

-
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Escoamento Irrotacional

Em coordenadas cartesianas,

[avz ({)vy] B |:8VX avz] B [8vy ﬁvx} _o

3y_8z 0z  Ox 5_67

Em coordenadas cilindricas,

lavz_% B 8v,_8vZ B 12( )_lav, _0
ro0  oz| oz or| |ror\"™ T Y a0 | T

R. Sobral Mecénica dos Fluidos rodolfo.sobral@cefet-rj.br
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Bernoulli Aplicado a Escoamento Irrotacional

Vale ressaltar que a equacido de Bernoulli tem validade apenas para uma
mesma linha de corrente, para que haja garantia na aplica¢io entre dois
pontos quaisquer do escoamento deve-se comprovar condicdo de
irrotacionalidade do escoamento.
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Bernoulli Aplicado a Escoamento Irrotacional

Reescrevendo a equacdo de Euler,

Utilizando a identidade vetorial,

(v.V)v = %V (v.v) —vx (Vxv)
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Bernoulli Aplicado a Escoamento Irrotacional

Para escoamento irrotacional Vxv = 0, portanto

1
§V (v.v) = _V: — gk
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Bernoulli Aplicado a Escoamento Irrotacional

Considerando deslocamento em campo de escoamento da posi¢do () para
a posi¢do (7 + dr), tomando o produto dr = dxi + dyj + dzk, tem-se que

\%
~V (v.v).dr = 2P gk.dr
p
portanto,
1 d
5d (V) = =22 — gdz
ou
dp 1 5
—d dz=20
) + 5 (v*) + gdz
‘ECEFET/RJ
Mecénica dos Fluidos
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Bernoulli Aplicado a Escoamento Irrotacional

Integrando,
V2

+7+gz:cte

como dr foi um deslocamento arbitrario, a equacdo acima é valida entre
dois pontos quaisquer.

Escoamento em regime permanente, incompressivel, viscoso e que seja também irrotacional.
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Potencial de Velocidade

Para escoamento irrotacional surge uma funcio auxiliar denominada funcio
potencial ¢.

v=-Vo¢

Oriunda da operacdo,

Vxv=-VxV¢=—rot(gradp) =0

Assim,

u =

_o9 06  _ 09
ox’ dy’ 0z

a condicdo de irrotacionalidade é satisfeita rotv = Vxv = 0.
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Potencial de Velocidade

Em coordenadas cilindricas ,

0. 10, 0 4
V=t e T oz
) 99 199 _ 99

v, =

o YT ra T Ta

como VxV¢ = 0 para todo ¢, o potencial de velocidade existira somente
para escoamentos irrotacionais.

Como em escoamento irrotacional o campo de velocidade pode ser definido pela fungdo potencial ¢, a teoria é
frequentemente referida como teoria do escoamento potencial.
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Funcdo de Corrente e Potencial de Velocidade - Laplace

Para escoamento bidimensional, incompressivel, e irrotacional, as
componentes da velocidade referentes as funcdes s3o,

oy’  Ox
e
9¢ 9¢

u =

S Ox’ V__(?y
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Funcdo de Corrente e Potencial de Velocidade - Laplace

Substituindo u e v na condicdo de irrotacionalidade,

ov  Ou
ox Oy
resultando o o
v, P
Ox2  Qy?
‘ECEFET/RJ
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Funcdo de Corrente e Potencial de Velocidade - Laplace

Substituindo u e v na equacdo da continuidade,

ou v
ox Oy
obtém-se
2o 2,
ox2  9y?2

Fungdes 1) ou ¢ que satisfacam Laplace representardo um campo de
escoamento bidimensional, incompressivel e irrotacional.

Escomento bidimensional incompressivel pode-se definir fungdo de corrente 1), se escoamento for também
irrotacional, v satisfara Laplace. Escoamento irrotacional pode-se definir potencial de velocidade ¢, se escoamento
for também incompressivel, ¢ satisfara Laplace.
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-
Ortogonalidade das Linhas de Potencial e de Corrente

A funcdo de corrente 1) é constante ao longo de qualquer linha de corrente,
para v = cte, entdo dy = 0,

¢ oY

dy = d + —dy =0
v= dy
a inclinacdo da linha de corrente
dy Op/ox _ _—v _v
dx |, oY /0y u u
Ao longo de uma linha de ¢ = cte, entdo d¢ = 0,
0
d¢ = ¢d + 6—¢dy =0
a inclinagdo da linha de potenC|a|
dy _09/0x _ u
dx dpldy v
d) ¢/ y ‘ECEFET/RJ
As linhas de 1) constante e de ¢ constante s3o ortogonais.
Mecénica dos Fluidos
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Escoamento Planos Elementares

A seguir serdo apresentadas as funcdes 1 e ¢ obtidas do campo de
velocidades para um escoamento uniforme, uma fonte, um sumidouro, um
vértice e um dipolo.
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Escoamento Planos Elementares

o Escoamento Uniforme

Uniform Flow (positive x
direction)

u="0U = Uy
v=20 ¢ = —Ux

i

['=0 around any closed
curve

FEVEEE
FEVREE

Escoamento uiforme de velocidade constante paralela ao eixo x satisfazendo a equagio da conitnuidade e
irrotacionalidade.
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Escoamento Planos Elementares

@ Escoamento de Fonte

4 Source Flow (from origin)
* T ” vV, = 4 o= a4, \
\ / 2mr 27 / iR N
v V, =0 q, / T X b=k
I, — po— - / ) .
) ) (i ¢ =—=—Inr | Y b=k
-« -« t4; —_— > 27 =y / Xd), ! =0
\ \\ // /r
o e . . \

/ \ Origin is singular point \ ~o |- )

¥ 1 N q is volume flow rate per unit AN /

depth ) )

\]

I'=0 around any closed curve

Modelo de escoamento no plano xy, cujo escoamento da-se radialmente para fora a partir de z sendo simétrico em
todas as diregdes. Sendo g intensidade da fonte, vy velocidade tangencial e v, velocidade radial.

-
E CEFET/RJ

R. Sobral Mecénica dos Fluidos rodolfo.sobral@cefet-rj.br 52 / 65



Escoamento Planos Elementares

@ Escoamento de Sumidouro

12 Sink Flow (toward origin)
N ¥
Tr u
NG 4
Y20 q
> - 5 = Ve=0 o = 2—lnr
/ t AN 4
Origin is singular point
” x g is volume flow rate per unit
1 depth

I'=0 around any closed curve

Fluxo radial para dentro, denomina-se uma fonte negativa, a velocidade radial aproxima-se do infinito quando o raio
aproxima-se de zero.
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Escoamento Planos Elementares

o Voértice Irrotacional

- Irrotational Vortex
(counterclockwise, center
- x ‘s
¥ - at origin)
r'e ) K
/— \ V,=0 t':72—lnr
Y4or I I
o Uy, kL k,
A 1 l * / O 2mr ¢ ™
/ Origin is singular point
\ —_— Vd K is strength of the vortex
N P I'= K around any closed curve
X -

enclosing origin
I'=0 around any closed curve
not enclosing origin

L.C. s3o circulos concéntricos formando vértice, descreve o comportamento de tornados.
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Escoamento Planos Elementares

@ Dipolo

7 X

A

Doublet (center at origin)

A A'sin 0
V, = ——=cosf 'zvsz—
72 P
A A cos 0
Vy=—=sinf ¢=-——n" ,
r? roog<

Origin is singular point
A is strength of the doublet
I'=around any closed curve

E mescla de uma fonte e um sumidouro de mesma intensidade A, a medida que que a distancia s entre eles se
aproxima de zero, suas intensidade aumentam tendendo a infinito.

R. Sobral

Mecéanica dos Fluidos

rodolfo.sobral@cefet-rj.br
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Superposicdo de Escoamentos Planos Elementares

o Fonte e Uniforme

Source and Uniform Flow (flow past a half-body)

V,_V q
Pl 4 1':1'm+:'“f:1'1+1'z:E()*’U'\'
,
Y = 4L i
o Y zﬂl) + Ursin 0
X q )
&= Ggot by = 1ty = —ﬁlnrf Ux

¢ = 7i]nr7 Urcos 0
2m
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Superposicdo de Escoamentos Planos Elementares

o Fonte e Sumidouro

Source and Sink (equal strength, separation distance on x axis = 2a)

N 1"21*6”+1"\,:ul+1*2=;1791*2[—/792 :
, 27 m
52>
v _ 4 - ! P
) N o foew |
a,0) ¥ (@.0) )
_ R N S B N— ]
0*f7,m+<7x,-*<71+<7z**Elﬂfﬁrzlﬂlz \J_/
.. I
_ 4., 1
o= ﬁln o !
I
1
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Superposicdo de Escoamentos Planos Elementares

@ Fonte, Sumidouro e Uniforme

Source, Sink, and Uniform Flow (flow past a Rankine body)

V=Y T ity = U1t Y |
,_/"\
q q P
= Lo - Lo +uy L
P T "
= i((‘h*ﬁz)JrUrsinH
2 s Gttty bt btted bbbty
=yt bt by = Ot Pyt v
771 ) i g V
B I
o= i]n LR Urcos 6
27 n
4
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Superposicdo de Escoamentos Planos Elementares

@ Vortice e Uniforme

Vortex (clockwise) and Uniform Flow

PV K
o v l’:L'U+l'uf:('1+l'2:Zlnr+U.\‘
o
K .
X Y= —Inr+ Ursinf
2w
K
G=¢t by = 1+ b = Zﬁ*l}.\’

K
¢ = 7—_97 Ur cos 0

Mecéanica dos Fluidos

R. Sobral
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Superposicdo de Escoamentos Planos Elementares

@ Dipolo e Uniforme

Doublet and Uniform Flow (flow past a cylinder)

Asind
-——
-

= "'d+"ur': P+ = Uy

= Asn0 rsing i
.

L’ZU(;‘*E)sin(l \/

2
A
1'=Ur<17(;—2>sin(-1 u:\/% : |
N
Acosf
ifu\-

O=Pgt Py =1ty =—

_ Acost

; — Ur cos®

A 2
o= *U<l‘+ E)cnsl} = 7Ur<l + :—2)cosl)
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Superposicdo de Escoamentos Planos Elementares

@ Dipolo, Vértice e Uniforme

Doublet, Vortex (clockwise), and Uniform Flow (flow past a cylinder with circulation)

P Vs V=gt iy = Uty s
) Asind K
N v, v =———+ —Inr+Uy
o r 27 -
x .
_ Asing K

+—Inr+ Ursinf
r 27

a2\ . K
y=ur|1- ] + -
v = Ur (1 o7 |sin 0 7 In 7

O= Gyt dyp = 1t hrt s

Acost) K
+ —
r 2w

06— Ux

Acosf K
*7%+ 7—_H7UrcosH

? K
b= 7Ur<1 + 1_2> cos f + E(’
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Superposicdo de Escoamentos Planos Elementares

@ Fonte e Voértice

Source and Vortex (spiral vortex)

q K
V=t th, =P Py = 7—17(')72—71(1 r

q K
O =t t Oy = 1+ Dy :72111 r— EH
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Superposicdo de Escoamentos Planos Elementares

@ Sumidouro e Vértice

Sink and Vortex

[/ K
V=gt =+, :*%f)*;ln r

q K
b=it g, =1+ Py = é]n r— 7—7('1
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Superposicdo de Escoamentos Planos Elementares

@ Par de Vértices

Vortex Pair (equal strength, opposite rotati separation distance on x axis = 2a)
K K
Y=yt =Yty = 751“ r+ ﬁln n
Kl r
= —In=
27 n
K K
(a0 * @0 ¢ = butdn = ditdy =50+ 50
K
= 5-(02=6)
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"Someone’s sitting in the shade today because someone planted a tree a
long time ago”

Warren Buffett
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